
Метод последовательных 
приближений: как находят 
решение по шагам
Итерации, которые приводят к точному ответу.



Почему этот метод 
важен в 11 классе
 
Когда формула корня недоступна, метод последовательных 
приближений помогает найти ответ с заданной точностью. 
Он особенно полезен для нелинейных, тригонометрических 
и показательных уравнений, а также для систем, где 
решение получают численно.
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Запись метода в виде 
рекуррентной формулы
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Преобразование уравнения
 
 

Сначала исходное уравнение переписывают в форме x=φ(x), 
чтобы решение стало фиксированной точкой функции. 
От удачного выбора φ зависит, будет ли последовательность 
сходиться к корню.

Стартовый шаг
 
 

Затем выбирают начальное значение x0, которое задаёт 
начало вычислений. Это приближение берут внутри области, 
где итерации сохраняют смысл и не выходят за допустимые 
границы.

Построение последовательности
 
 

Далее по одной формуле находят x1=φ(x0), x2=φ(x1), x3=φ(x2) 
и так далее. Каждое новое значение уточняет предыдущее, 
поэтому метод относится к итерационным способам.

Смысл предела
 
 

Если последовательность сходится, её предел удовлетворяет 
уравнению x=φ(x), а значит является решением исходной 
задачи. На практике важны не только сам предел, 
но и скорость приближения.
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Геометрический смысл: пересечение графиков 
y=φ(x) и y=x

Точка решения
 
 

Корень уравнения соответствует точке 
пересечения графика y=φ(x) с прямой y=x. 
Именно в этой точке обе записи одной 
и той же величины совпадают.

Когда возникает расходимость
 
 

Если график вблизи решения слишком 
крутой, очередное приближение может 
отдаляться от корня. В этом случае 
визуальная модель сразу показывает, что 
выбранная формула неудобна.

Почему итерации работают
 
 

Если графики пересекаются 
под благоприятным углом, 
последовательные приближения могут 
шаг за шагом «подтягиваться» к точке 
пересечения. Тогда алгебраический 
процесс становится наглядным 
и предсказуемым.

Польза рисунка
 
 

Геометрическая интерпретация помогает 
понять не только результат, но и причину 
успеха или неудачи метода. Она связывает 
вычисления с движением по графику, 
а не с абстрактной формулой.



Сравнение способов решения 
уравнений
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Способ Сильная сторона Ограничение

Аналитический Точный ответ Не всегда возможен

Графический Наглядность Малая точность

Итерационный Заданная точность Нужна сходимость

Три подхода к решению одной 
задачи и их практические 
особенности.
 
Метод последовательных 
приближений занимает среднее 
положение: он точнее 
графического способа 
и универсальнее аналитического.

Обобщение школьных способов решения 
уравнений



Отрезок сохраняется
 

Функция φ(x) должна переводить 
выбранный отрезок в себя. Тогда каждое 
новое приближение остаётся 
в допустимой области, и вычисления 
не выходят за пределы задачи.

Сжатие на отрезке
 

Если на всём отрезке выполняется |φ'(x)|
≤q<1, метод сходится. Число q называют 
коэффициентом сжатия: чем оно меньше, 
тем устойчивее и быстрее идут итерации.

Риск расходимости
 

Когда |φ'(x)|≥1, последовательность может 
не приблизиться к решению или начать 
колебаться. Поэтому проверка 
производной нужна до начала 
вычислений, а не после.
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Условия сходимости для одного уравнения



На практике важно не только наличие 
сходимости, но и её скорость. 
При одном и том же уравнении 
разница между q=0,2 и q=0,8 может 
означать кратный рост вычислений.
 
Чем ближе q к 1, тем медленнее 
убывает ошибка и тем больше шагов 
нужно для требуемой точности.

Как коэффициент q влияет 
на число итераций
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Схематическое сравнение влияния 
коэффициента сжатия q на скорость 
сходимости
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Алгоритм решения уравнения методом 
последовательных приближений
 
Последовательность шагов и проверок при итерационном решении уравнения.



Критерий остановки и оценка 
точности

Сравнение соседних 
шагов
 
 

На практике вычисления 
прекращают, когда разность 
двух соседних приближений 
становится меньше 
заданной точности ε. Этот 
критерий прост и удобен 
для ручного счёта 
и для калькулятора.

Выбор точности
 
 

Значение ε подбирают 
по требуемому числу верных 
знаков. Чем строже условие, 
тем больше итераций нужно 
выполнить, но тем надёжнее 
будет записанный ответ.

Оценка через q
 
 

Если известно, что |φ'(x)|≤q<1, 
можно оценивать 
погрешность не только 
по последнему шагу. Такой 
подход даёт более 
обоснованную оценку 
близости к истинному 
решению.

Практический смысл
 

Критерий остановки делает 
результат измеримым: 
мы не просто видим число, 
а понимаем, насколько оно 
близко к точному корню. Это 
особенно важно 
в вычислительной 
математике.

9



Один старт — разные пути
 

Одно и то же уравнение может вести 
к разным корням, если взять разные 
начальные значения. Иногда 
последовательность быстро идёт к ответу, 
а иногда уходит в сторону и теряет 
сходимость. Поэтому x0 — не формальность, 
а часть стратегии решения.

Когда приближение попадает в ловушку
 

Если старт выбрать слишком далеко от области 
сходимости, итерации могут выйти за допустимые 
пределы уже после первых шагов. Тогда формула, 
которая выглядела удачной, начинает давать 
колебания или разрыв последовательности. 
На рисунке это удобно показать как уход 
траектории от цели.

Поиск корня с нескольких сторон
 

Для уравнений с несколькими решениями полезно 
пробовать разные начальные точки и наблюдать, 
куда они приводят. Такой подход помогает 
не только получить ответ, но и понять структуру 
задачи. В этом смысле x0 становится 
инструментом исследования, а не просто 
стартовым числом.
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Почему начальное приближение 
x0 имеет большое значение



Корень уравнения получается без громоздкой 
формулы: достаточно повторять одно и то же 
правило до стабилизации результата.
 
Вычисление по формуле x_{n+1}=cos x_n при x0=0,5; учебный 
пример

0,739085
— к этому значению быстро сходится последовательность 
при удачном выборе начального приближения.
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Итерации для уравнения 
cos x=x

n x_n |Δ|

0 0,500000 —

1 0,877583 0,377583

2 0,639012 0,238571

3 0,802685 0,163673
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Первые значения заметно меняются, 
затем разности быстро уменьшаются, 
и последовательность приближается 
к корню.
 
Разности убывают, значит 
последовательность сходится; уже 
через несколько шагов видно 
приближение к решению около 
0,739085.

Вычисление по формуле x_{n+1}=cos x_n 
при x0=0,5; учебный пример



1. Преобразование системы
 

Систему записывают в виде x=φ1(x, y), y=φ2(x, y). Это 
позволяет обновлять обе переменные по единому 
правилу и получать последовательность пар 
приближений. 3. Проверка сходимости

 

Сравнивают изменения по обеим переменным 
и останавливают вычисления только тогда, когда 
стабилизировались x и y. Иначе возможна ложная 
сходимость одной координаты при ошибке в другой.2. Итерации по парам

 

Из начальной точки вычисляют (x1, y1), затем (x2, y2) 
и дальше продолжают повторение. Каждая пара 
должна приближать обе координаты к общему 
решению.
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Метод последовательных приближений для систем 
уравнений
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преобразовать выбрать шаг 1
шаг 2

проверка

да

нет

повтор

Исходная

система

Вид x=φ1,
y=φ2

Начальная

пара (x0, y0)

Вычислить

(x1, y1)

Вычислить

(x2, y2)

Обе

разности <
ε?

Ответ

Продолжить

итерации

Алгоритм итераций для системы двух 
уравнений
 
Пошаговая схема вычисления для системы x=φ1(x, y), y=φ2(x, y) с контролем точности по обеим переменным.



15

Метод Ньютона как более 
быстрый итерационный способМетод Ньютона как более 
быстрый итерационный 
способ

Идея метода
 
 

Метод Ньютона строит новую точку не только по значению 
функции, но и по её наклону. Поэтому он точнее «угадывает» 
направление к корню, чем простая итерация.

Формула шага
 
 

Для уравнения f(x)=0 используется правило xn+1=xn−f(xn)/f'(xn). 
Оно задаёт касание к графику и переводит задачу поиска корня 
в последовательность быстрых уточнений.

Преимущество в скорости
 
 

При удачном начальном приближении метод обычно даёт 
нужную точность за меньшее число шагов. Это особенно заметно 
там, где функция хорошо дифференцируема и не слишком 
сложна.

Ограничения
 
 

За высокую скорость приходится платить вычислением производной 
и более строгими требованиями к стартовому значению. Если xn 
выбрано неудачно, итерации могут уйти от корня или стать 
нестабильными.



На практике выбор метода зависит 
не только от числа шагов, но и от того, 
насколько сложен каждый 
вычислительный переход.
 
Ньютон достигает точности быстрее, 
однако простая итерация проще 
на каждом шаге; поэтому 
оптимальный выбор зависит 
от задачи и доступных вычислений.

Сравнение скорости 
простой итерации и метода 
Ньютона
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Учебная иллюстрация; значения условные
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Неверная формула
 

Уравнение иногда 
преобразуют к виду 
x=φ(x) так, что итерации 
уже не ведут к нужному 
корню. Ошибка 
в преобразовании 
делает весь алгоритм 
бессмысленным.

Плохой старт
 

Слишком далёкое 
начальное приближение 
может вывести 
последовательность 
из области сходимости. 
В результате 
вычисления расходятся 
или сходятся к другому 
решению.

Нет проверки условий
 

Если не оценить 
производную 
и не убедиться, что |φ'(x)|
<1, легко получить 
ложную устойчивость. 
Внешне значения могут 
меняться мало, 
но решения при этом 
не быть.

Преждевременная 
остановка
 

Если прекратить 
вычисления слишком 
рано, ответ окажется 
менее точным, чем 
требуется. Особенно 
важно указывать 
точность, чтобы 
не смешивать 
приближённый 
результат с точным.

Типичные ошибки 
при использовании методаТипичные ошибки 
при использовании метода



Где применяются 
последовательные приближения
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Электрическая цепь на экране калькулятора
 

Инженер может подбирать параметры схемы, 
пока ток и напряжение не стабилизируются. 

На дисплее это выглядит как цепочка 
одинаковых вычислений, где каждое новое 

значение уточняет предыдущее до приемлемой 
точности.

Модель движения и теплопередачи
 

В физике многие процессы описываются 
уравнениями, которые трудно решить напрямую. 

Тогда последовательные приближения позволяют 
шаг за шагом оценивать положение тела 

или распределение температуры, пока расчёт 
не станет достаточно точным.

Компьютер ищет равновесие
 

В экономике и информатике алгоритм может 
искать состояние, в котором система 

перестаёт заметно меняться. На графике 
или в программе видно, как точки сближаются, 

а затем почти совпадают с устойчивым 
режимом.



Когда метод особенно полезен
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Тип задачи Пример Причина выбора

Тригонометрическое cos x=x Нужна заданная точность

Показательное e^x=3x Нет удобной формулы

Система нелинейных x=φ1, y=φ2 Удобно считать по шагам

Таблица показывает, для каких 
задач итерации удобнее других 
способов и какую точность они 
позволяют получить.
 
Метод особенно эффективен там, 
где важны численный ответ 
и контроль точности, 
а аналитическое решение 
громоздко или недоступно.

Обобщение школьных примеров решения 
нелинейных уравнений и систем



Итог: что даёт метод 
последовательных 

приближений
 

Метод последовательных приближений делает сложную задачу вычислимой: 
он опирается на сходимость, удачный старт и контроль точности. Для школьной 

алгебры это практичный способ получать надёжный приближённый ответ там, где 
формула слишком сложна.


